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1 Diskrete Wertentwicklungen: arithmetische und

geometrische Durchschnittswerte

Gegeben sei eine Zeitreihe von Vermogenswerten! (Vy; Vy; Vo .....; Vy) sowie die entspre-
chenden Renditewerte? (Ry; Ry; .....; Ry). Die durchschnittlichen arithmetischen und geo-

metrischen Renditen errechnen sich wie folgt:

- 1 1
(1) Rarien = N(R1+R2+"'+RN) =% to1 Ry

) Ryeom = [(1+ R)(L+Ry) . (1+ RN —1 = [[[I; (1 + RN — 1

Grundsitzlich gilt Ryeom < Rgrien- Sind die Renditen in allen Perioden dieselben, gilt Rgeom =

R itn- Bei unterschiedlichen Renditen in den diversen Perioden gilt die strenge Ungleichheit:
Rgeom < Earith-
Um den Unterschied zwischen beiden Renditekonzeptionen? zu verdeutlichen, betrachte man

folgendes Beispiel.

Beispiel 1: Fiir das Wertpapierdepot eines Kunden, dessen Startwert 100.000 € betrégt, liegt die fol-

gende historische Wert- und Renditeentwicklung vor:

Jahr 0 1 2 3 4
Vermogenswert |€ 100,000(€ 120,000 (€ 84,000(€ 109,200|€ 87,360
Jahresrendite 20% -30% 30% -20%

Berechnen wir hieraus die durchschnittliche arithmetische Rendite, ergibt sich geméalB Formel
(1) ein Wert von 0 %:
[(20 %) + (-30 %) + (30 %) + (-20 %)] /4 = 0 %.

' Bei den Vs kann es sich beispielweise um die tiglich festgestellten Kurse einer Aktie handeln, um die
Nettoinventarwerte eines Publikumsfonds oder aber um die Monats- oder Wochenendstande eines
Aktienindexes.

2 Die entsprechenden Renditen, d.h. prozentualen Verianderungen pro Periode ergeben sich durch: R, = VL -1.

t-1

1
3 Leser, welche liber den Exponenten % in (2) rétseln, seien an den mathematischen Zusammenhang xv = Y/x
erinnert. Durch das Ziehen der N-ten Wurzel bzw. durch das Exponieren mit%errechnet sich von einem Produkt
mit N unterschiedlichen Faktoren der entsprechende Durchschnitt. Exponieren mit % spielt daher bei

geometrischen Durchschnitten die gleiche Rolle, wie die Multiplikation mit% beim arithmetischen Mittel.
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Dieses Ergebnis ist offensichtlicher Unfug, denn der Kunde hat in den vier Jahren immerhin
12.640 €, d.h. 12,64 % seines Vermdgens verloren. Dem wird die geometrische Durchschnitts-
rendite gerecht, GeméB (2) betragt sie - 3,32 %:

[1,2070,70%1,3070,80] * (1/4) -1 =-3,3219 %

Dass dieser Wert tatsédchlich die korrekte durchschnittliche Rendite des Beispiels reprdsentiert,
erkennt man, wenn man ermittelt, wie das Vermégen Jahr fiir Jahr um 3,3219 % abnimmt und
welches Vermogen nach vier Jahren zur Verfligung steht:

100.000€*(1-0,033219)* = 100.000€*0,966781)* = 87.359,96€.

Dieser Wert entspricht - von einer kleinen Rundungsdifferenz abgesehen - genau dem Vermé-

gensendwert in der Tabelle.

Der Grund flir den Unterschied zwischen arithmetischer und geometrischer Durchschnittsren-
dite bei volatiler Renditeentwicklung ist darin zu sehen, dass beispielsweise nach einem Minus
von 30 % in einem Jahr im Folgejahr mehr als 30 % Zuwachs bendtigt werden, um wieder auf
den alten Stand zu kommen. Volatilitatin der Renditeentwicklung kann daher einen abnehmen-
den Vermdgenswert bewirken, selbst wenn die arithmetische Rendite O % betragt oder sogar
leicht positiv ist. Genau dies wird durch unser Beispiel deutlich gemacht. Als erstes Zwischen-
fazit kbnnen wir daher festhalten:

Die durchschnittliche Rendite einer volatilen historischen Entwicklung muss immer als
geometrische Rendite berechnet werden, wenn sie die tatsachliche Entwicklung kor-

rekt widerspiegeln soll.




Sheppard sche Korrektur

Die Tatsache, dass die geometrische Durchschnittrendite einer volatilen Renditeentwicklung
geringer ist als die arithmetische Rendite kann wie folgt interpretiert werden: Die Volatilitat rich-
tet gewissermaBen einen ,Schaden* an, welcher bei der geometrischen Renditeberechnung
berlicksichtigt wird und bei der arithmetischen nicht. Dieser Schaden ist umso groBer, je vola-
tiler die Renditeentwicklung ist.

Wird die Volatilitat mit der statistischen Kennzahl Standardabweichung o gemessen - was (lib-
lich ist - dann kann der Volatilititsschaden sogar quantifiziert werden: Er betragt die Halfte der

guadrierten Standardabweichung.
(3) Volatilitatsschaden =~ %02

Zwischen geometrischer und arithmetischer Durchschnittsrendite besteht daher der folgende

approximative Zusammenhang:
(4) Rarith ~ Rgeom + EO-

Mittels (4) kann also eine vorgegebene arithmetische in eine geometrische Rendite umgerech-

net werden und umgekehrt.

Beispiel 2: Die arithmetische Durchschnittrendite einer Anlage betrage 7 % und die Stan-
dardabweichung der Renditeentwicklung 15 %. Dann gilt: ﬁgeom =0,07 — %0,152 =0,07 —

0,01125 = 0,05875 = 5,88 %.

Wie erstaunlich exakt die Approximation (3) bzw. (4) tatséchlich funktioniert, wird deutlich,

wenn wir sie auf unser Beispiel 1 anwenden.




Beispiel 3: Die Standardabweichung o der Renditeentwicklung aus Beispiel 1 errechnet sich

wie folgt:

1
o= |7102%+(=03)" + 0,3% +(=02)°] = 0,2549

Damit errechnet sich geméB (3) ein Volatilitdtsschaden von 0,2549%/2 = 0,065/2 =0,0325
= 3,25%. Der tatsdchliche Volatilititsschaden aus Beispiel 1, d.h. der Unterschied zwischen
geometrischer und arithmetischer Rendite betragt dagegen 3,32 %; keine schlechte Approxi-

mation. 4

2  Stetige Wertentwicklungen

Den Berechnungen sogenannter ,stetiger* Wertentwicklungen und Renditen liegt die An-
nahme zugrunde, dass die Anzahl der Zinsperioden gegen Unendlich tendiert. Trotz dieser zu-
nachst absurd anmutenden Vorstellung spielen stetige Rendite in der Praxis eine sehr groBe

Rolle - aus Griinden, die in diesem Abschnitt deutlich werden sollten.

Diskrete versus stetige Vermogensveranderungen
Die Berechnung zukiinftiger Vermogenswerte erfolgt tiblicherweise mit der bekannten Zinses-

zinsformel:
() Vr =Vo(1+ )™
Hierbei bezeichnet V, das Anfangsvermdgen, R die Verzinsung p.a., T die Anzahl an Jahren, die

das Anfangsvermégen angelegt wird und n die Anzahl der Zinszahlungen® pro Jahr. Tn ent-

spricht daher der Anzahl an Zinsperioden und % der Verzinsung pro Zinsperiode.

4 Man beachte, dass in diesem Beispiel der Volatilititsschaden der geometrischen durchschnittlichen Rendite
entspricht, da die arithmetische Durchschnittsrendite des Beispiels O ist.

5Wenn von ,Anzahl der Zinszahlungen" pro Jahr die Rede ist, dann ist dies nicht unbedingt wortlich in dem Sinne zu
nehmen, dass tatsdchlich Zahlungen (z.B. Kupons) ausgeschiittet werden. Der entscheidende Punkt ist
stattdessen, wie oft pro Jahr eine Wertverdnderung stattfindet, so dass die unterstellte Wachstumsrate des
Vermogens (die Verzinsung) an einer veranderten Basis ansetzen kann. So muss beispielsweise auch bei einem
thesaurierenden Investmentfonds, dessen Rendite berechnet werden soll, die ,Zinszahlungshaufigkeit” pro Jahr
mit 360 angesetzt werden, da taglich ein neuer NAV (= ,net asset value*) des Fonds errechnet wird.
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Erhoht man nun die Anzahl der Zinsperioden n immer weiter, dann wird der Ausdruck (5) nicht
unbegrenzt groBer - was man auf den ersten Blick vielleicht vermuten kdnnte -, sondern er

strebt (fiirn —» o) gegen einen festen Wert:

Tn
V, (1 +—) V,eRT
0 n — Vpe

e steht dabei fiir die sogenannte Eulerzahl (e~2,71828182 ...), mit deren Hilfe kontinuierliche

Wachstumsprozesse von Populationen beschrieben werden. ©

Zukinftige Vermogenswerte lassen sich daher unter der Annahme n — oo wie folgt berech-

nen:

(6) VT = VOeRT

Wird mit (6) gerechnet, spricht man von einer stetigen Verzinsung, wogegen man bei Berech-
nungen gemaB (5) von einer diskreten Verzinsung spricht.” Obwohl die Annahme einer steti-
gen Verzinsung, d.h. einer unendlichen Anzahl an Vermégensanderungen pro Jahr (=Zinspe-
rioden) zunachst vollig absurd anmutet, kann man zeigen, dass Vermogenswerte, welche unter
dieser Annahme ermittelt werden, den Vermégenswerten sehr nahekommen, die sich erge-
ben, wenn man entsprechend (5) mit wochentlichen (n=52) oder gar taglichen (n=365) Ver-

mogenswertdanderungen rechnen wiirde. Dies wird durch folgende Grafik deutlich:

6 Konkret entspricht die Eulerzahl e = 2,71828182(...) dem Wert, den eine Population von 1 nach einer Periode
erreicht hat, wenn sie sich in jeder von n Teilperioden anteilig verdoppelt, d.h. wenn die (stetige) Wachstumsrate
100% betragt und wenn n— oo gilt. ,Anteilig verdoppeln“ meint, dass z.B. bei 4 Teilperioden der Zuwachs in
jeder der vier Perioden 1/4 = 25 % betréagt und bei n Teilperioden 1/n. Als Beispiel wahlen wir die Entwicklung

1
einer Population (Startwert = 1) iiber ein Jahr mit 4 Teilperioden: Periode 0 : 1, Periode 1: (1+2) = 1,25" =

2 3
1,25: Periode 2: (1+§) = 1,252=1,5625; Periode 3: (1+§) =1,25% = 1,953125; Periode 4: (1+

1 4
2) =1,25%=2,44140625.
Man kann sich leicht davon liberzeugen, dass sich dieser Wert, der fiir n=4, d.h. bei vier Teilperioden ,nur”

2,4414062 betragt, mit jeder Erhéhung von n immer weiter dem Wert e = 2,71828182(...) annihert.

n
Tatsachlich ist e genau so definiert: e: = lim (1 + %) .
n—oo

7 Es ist bemerkenswert, dass n — oo bewirkt, dass n aus Formel (6) vollstandig verschwindet und man sich daher
Uber Zinszahlungs- bzw. Vermdgensanderungshaufigkeiten keine Gedanken mehr zu machen braucht. Dies
diirfte einer der Griinde sein, warum die stetige Zinskonvention in der Praxis so verbreitet ist.
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Vermoégenswert in einem Jahr bei 5 % p.a.

105.140,00€

105.120,00€
105.100,00€
105.080,00€
105.060,00€
105.040,00€
105.020,00€

105.000,00€
1 4 71013161922252831343740434649525558616467707376

e iskrete Verzinsung stetige Verzinsung

Die Grafik zeigt fur eine unterstellte Verzinsung von 5 % p.a., wie sich - bei 100.000 € Startver-
maogen - die in einem Jahr vorliegenden Vermogenswerte mit steigender Anzahl an Zinsperi-

oden immer mehr dem Wert annéahern, der sich bei stetiger Verzinsung ergibt.

Die folgende Tabelle stellt einige konkrete Zahlenwerte aus obiger Grafik dar.

Zinsperioden ‘ 1 ‘ 12 ‘ 52 | 365 ‘ stetige Verzinsung‘
Vermégenswert | 105.000,00€ | 105.116,19€ | 105.124,58€ | 105.126,75€ | 105.127,11€ |

Man beachte insbesondere, dass sich die Werte, die flir n=365, d.h. fir eine tagliche Wertan-
derung gerechnet wurden, nur in sehr geringem MaBe von denen unterscheiden, fir die n— oo,
d.h. eine stetige Verzinsung gilt. Es lasst sich daher festhalten:

Wenn eine tdgliche Wertfeststellung erfolgt, dann unterscheiden sich Vermoégens-
werte, die auf der Grundlage stetiger Verzinsung mit Formel (6) berechnet werden,
nur marginal von den entsprechenden diskret mit (5) kalkulierten Werten.

Da flir die meisten Anlageformen eine tagliche Wertfeststellung tblich ist, werden in der Praxis
die entsprechenden Renditen in der Regel unter der Annahme stetiger Verzinsung, d.h. mit (6)

ermittelt.



Ermittlung diskreter und stetiger Durchschnittsrenditen R bzw. 7
Aus (5) und (6) lassen sich - flr vorliegende Vermogenswerte V, und V. - entsprechende For-

meln fir durchschnittliche diskrete und stetige Renditen R und 7 ableiten.®

(7)E=[(‘;—:)ﬁ—1]n

(8) 7 = Z[In(Vp) — In(Vy)]

Beispiel 4: Wir betrachten ein Startvermdgen von 50.000 € und ein nach 7 Jahren vorliegen-
des Endvermdogen von 100.000 €. Die diskreten (n=12) und stetigen Durchschnittsrenditen

errechnen sich dann wie folgt:

— 100.000
R=|(

1
100.000V12 o 0994 = 9.94 o
50.000) B - I

In(100.000) — In(50.000)
7

r =

= 0,0990 = 9,90 %

8 Fiur Leser, die es genau wissen wollen, hier die exakte Ableitung: Wir bezeichnen in (5) die diskrete
Durchschnittsrendite mit R und in (6) die stetige Durchschnittsrendite mit 7 und Iésen nach R bzw. 7 auf.
Beginnen wir mit der diskreten Rendite, d.h. Gleichung (5):

_ 1 1

= Byrn o Yo Ryrn o ™ [Vr _ RY QG R_mr 4 R_ (Vo) _ B (v _
=+ ot B o TE - (1B e Lo fE s o (B o R-|(2)

1|n.

Und nun die stetige Rendite, d.h. Gleichung (6):

—, VT
Ve = Vye'l & —
T 0€ v

0

. V. . V.
=eT o In (7T> =M o In (V_T) =7T o n(Vy) — In(V,) =T
0 )

o % [[in(Vy) — In(Ve)]] = 7
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Zusammenhang zwischen diskreter und stetiger Durchschnittsrendite
Durch Kombination von (5) und (6) lasst sich eine vorliegende durchschnittliche diskrete in die
entsprechende stetige Rendite umwandeln und umgekehrt. Die entsprechenden Formeln lau-

ten:®

(9) 7 = In[(1 + )]

SI=

(10) R=[en—1]n

Beispiel 5: Die arithmetische Durchschnittsrendite betrage 8 % und die Anzahl der Zinsperi-

oden pro Jahr 5. Dann lasst sie sich mit (9) in eine vergleichbare stetige Durchschnittrendite

0,08

umrechnen: v = In[(1 + T)S] = 0,0793667 = 7,94 %. Umgekehrt kann mit (10) die stetige

Rendite von 7,94 % in die entsprechende diskrete Rendite gewandelt werden: R =

0,0794
[e 5 — 1] «5=0,0800 =8 %

Arithmetisches Mittel einer Reihe unterschiedlicher stetiger Renditen

In Gleichung (8) hatten wir die stetige Durchschnittsrendite 7 aus vorliegenden Start- und End-
werten ermittelt und dabei ein konstantes stetiges Vermogenswachstum entsprechend Glei-
chung (6) unterstellt. 7 lasst sich aber auch aus einer Reihe unterschiedlicher stetiger Peri-
odenrenditen (ry; 13; ...; rr) ermitteln.

Hierzu betrachte man folgenden Zusammenhang zwischen der gesamten prozentualen Wert-

entwicklung und den Entwicklungen in den einzelnen Perioden:

9 Auch fir (9) und (10) liefern wir fiir diejenigen, die es ganz genau wissen wollen, die exakte Herleitung: Wieder

bezeichnen wir in (5) die diskrete Durchschnittsrendite mit R und in (6) die stetige Durchschnittsrendite mit 7,
und setzen die jeweiligen rechten Seiten von (5) und (6) gleich: Vo (1 + S)T" = Vye™ . Lést man nun diese Glei-

chung nach R bzw. 7 auf, so erhalten wir die entsprechenden Umrechnungsformeln:

Auflésung nach 7:

o(1+5)" = Ve o (148)" = ¢7 & I[(1 + 57 = e & [+ 5y =

Auflésung nach R:
R = n R n = R n = R n = 5 n = 5 =1
A+=e o A+ =V o (1+7)=Ver o1 =Ver-1 o R= Ve’ - hne R =) -

1lneR=|e




(11) Ve _h, %, I
Vo Vo 1 Vr-1

Wenn wir nun unterstellen, dass sich die Wertentwicklungen in den einzelnen Perioden stetig
entsprechend Gleichung (6) vollziehen und wir die entsprechenden stetigen Verzinsungen in
den einzelnen Perioden mit r; bezeichnen (t= 1;...; T), kann (11) wie folgt umgeschrieben

werden:

1% VoeTl Viel2 Vr_,1e'T
Vr _ % £ x % /Tl

= exe2x xe'T
Vo Vo Vi Vr-1

Vr
s in (—) =In(e™ xe™*,.x e'T)
Vo

© In(Vr) — In(Vy) = In(e™) +In(e™) + -+ 1In(e'T)
o In(Vy) = In(Vy) =14 + 75 + - + 77

s % [In(Vy) — In(Vy)] = %(rl +ry+ 4 17)

Anhand Gleichung (8) erkennt man, dass die linke Seite des obenstehenden Ausdrucks aber

genau der stetigen Durchschnittsrendite  entspricht. Somit gilt:

(12) f=%(r1+7"2+"'+TT)

Die stetige Durchschnittsrendite 7 ergibt sich daher als einfaches arithmetisches Mittel der ste-
tigen Periodenrenditen. Zugleich entspricht sie approximativ der geometrischen Durch-

schnittsrendite.

Beispiel 6: Wir greifen unser Beispiel 1 auf und berechnen fiir jede Periode zuséatzlich zu den
arithmetischen Jahresrenditen die entsprechenden stetigen Werte entsprechend Formel (8):
ri = In(120.000)-In(100.000) = 0,182322 = 18,23 %; ro = In(84.000)-In(120.000) = -
0,356675 = -35,67 %; rs = In(109.200) - In(84.000) = 0,262364 = 26,24 %; rs = In(87.360)-
In(109.200) = - 0,223144 = - 22,31 %.

Jahr 0 1 2 3 4
Vermdgenswert € 100.000 €120.000,00 € 84.000,00|€109.200,00| € 87.360,00
Diskrete Jahresrendite 20,00% -30,00% 30,00% -20,00%
Stetige Jahresrendite 18,23% -35,67% 26,24% -22,31%

Bilden wir daraus das arithmetische Mittel, erhalten wir: [18,23 % +(-35,67 %) + 26,24 % +(-
22,31 %)] /4 = - 3,38 %. Dieser Wert entspricht exakt der gemaB (8) ermittelten Durch-
schnittsrendite tber alle vier Perioden: i [In(87.360)-In(100.000)] = - 0,033783 = -3,38 %.
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Zugleich kommt dieser Wert dem geometrischen Mittelwert von -3,32 % der diskreten Peri-

odenrenditen aus Beispiel 1 sehr nahe.

Im Gegensatz zum arithmetischen Mittel diskreter Periodenrenditen wird beim arithmetischen
Mittel stetiger Periodenrenditen der negative Effekt einer positiven Volatilitat auf die Durch-
schnittsrendite berilicksichtigt. Das arithmetische Mittel stetiger Periodenrenditen liefert daher
genau wie das geometrische Mittel diskreter Periodenrenditen ein zutreffendes Bild der tat-
sachlichen Entwicklung. Es lasst sich daher festhalten:

Um den Durchschnitt einer volatilen historischen Renditeentwicklung korrekt zu be-
schreiben, gibt es zwei Moglichkeiten:

" geometrisches Mittel diskreter Periodenrenditen.

. arithmetisches Mittel stetiger Periodenrenditen.

3 Zu erwartende zukinftige Entwicklungen

In den letzten beiden Abschnitten wurden historische Wertentwicklungen thematisiert, insbe-
sondere, wie sich solche Entwicklungen korrekt durch die entsprechenden durchschnittlichen
prozentualen Wertentwicklungen - sprich Renditen - reprasentieren lassen.

In diesem Abschnitt vollziehen wir nun einen vollstandigen Perspektivwechsel. Statt mit Histo-
rien wollen wir uns mit der Zukunft, d.h. mit prospektiven Wertentwicklungen und Renditen
befassen. Wenn daher im Folgenden Vermégensentwicklungen mit (Vy; V4; Vs; .....; V) bzw.
die entsprechenden Renditewerte mit (R;; Ry; .....; Ry) bezeichnet werden, so sind diese Se-
quenzen vollig anders zu interpretieren als in den letzten beiden Abschnitten: Nun handelt es
sich (mit Ausnahmen von V,, das den aktuellen Vermogenswert bezeichnet) um zukiinftige
Werte, die zum Berechnungs- bzw. Analysezeitpunkt (noch) unbekannt sind, d.h. es handelt
sich um stochastische GroBen 0, (iber die lediglich statistische Aussagen méglich sind.

Um nun statistische Aussagen uber zu erwartende Wertentwicklungen und Renditen treffen zu
konnen, bendtigen wir eine Vorstellung davon, welcher Zufallsdynamik die Renditen in den ein-

zelnen Perioden unterworfen sind. M.a.W., wir bendtigen ein stochastisches Modell, welches

10 Um stets eine klare Unterscheidung zwischen Zufallsvariablen und festen Werten (,Parametern*) sicherzustellen,
werden Zufallsvariablen im Folgenden mit einem Schlangenzeichen versehen. V, bezeichnet daher
beispielsweise den zum Analysezeitpunkt t=0 noch unbekannten, gewissermaBen ,virtuellen"
Vermodgenswert in Periode 2. Dies ist eine unter Statistikern sehr verbreitete Konvention.
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(Vy; Vy; ... V) serzeugt’. Hierzu unterstellen wir, dass sich das Vermégen in jeder Periode

entsprechend einer sogenannten geometrischen Brown’schen Bewegung entwickelt:

(13) dV = uvdt + oVdW mit dW~N(0; 1)

(13) Stellt man sich am besten als eine Art Mechanismus vor, der in jeder Periode dt — ausge-
hend von einem bestimmten Vermdgenswert V der Vorperiode — einen zu erwartenden Zu-
wachs des Vermogenswertes in Hohe von uV ,erzeugt”, d.h. in Héhe eines bestimmten Pro-
zentsatzes p von V. Die zu erwartende Vermdgensentwicklung wird allerdings berlagert von
einem Standard-normalverteilten stochastischen Einfluss dW, dessen Realisierung durch das
o-fache von V verstérkt (oder gedampft) wird. '" uV wird daher manchmal als ,Drift* des Pro-

zesses (13) bezeichnet und oVdW als seine Volatilitat.

Verteilung diskreter Renditen
Der geometrische Prozess (13) bewirkt, dass die (diskrete) Rendite %‘7 := R einer arithmeti-

schen Brown’schen Bewegung ,,gehorcht*:

(14) R = udt + odW mitdW~N(0; 1)

Gleichungen (13) und (14) beschreiben einen sogenannten ,Random Walk". Dabei ergibt sich
die diskrete stochastische Rendite R in jeder Periode dt auf Grundlage einer Normalverteilung
mit dem konstanten Erwartungswert u und der konstanten Varianz o2, Symbolisch wird dies

wie folgt ausgedruckt:

(15) R ~N(y; 02)

"1 Ein Beispiel dazu: Die Zeiteinheit dt betrage einen Monat. Weiter gelte: V = 280€, u = 0,75 %, o = 6,5 %. GemaB
Erwartungswert uV misste der Kurs im betrachteten Monat um 0,0075*280€ = 2,10€ steigen. Nun
konkretisiere sich aber leider ein negativer stochastischer Einfluss, d.h. die Standard-normalverteilte
Zufallsvariable realisiere sich mit einem negativen Wert: dW— - 0,9. Dies bewirkt, dass die zu erwartende
Entwicklung von +2,10€ durch eine negative Kursbewegung in Hoéhe von 0,065*280%(-0,9)=-16,38€
Juberlagert" wird. Insgesamt fallt der Kurs daher um 14,28€: dV— 280€*0,0075+0,065*280€*(-0,9) = -
14,28€.
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Die diskreten Renditen in den diversen Perioden kdnnen wir uns als unabhangige Realisierun-
gen (,Ziehungen") einer normalverteilten Zufallsvariable vorstellen. Da die Renditen in den ein-
zelnen Perioden immer aus der gleichen Normalverteilung ,gezogen® werden, sind zeitlich auf-
einander folgende Renditewerte unabhangig voneinander: Die Wahrscheinlichkeit in der lau-
fenden Periode einen bestimmten Renditewert zu erhalten wird in keinster Weise davon be-
einflusst, welche Rendite sich in der Vorperiode realisiert hat. Dieses besondere Merkmal der
entsprechenden Zeitreihe wird als Markov-Eigenschaft bezeichnet — die Eigenheit einer Zeit-

reihe ,ohne Gedachtnis®. '2

Verteilung stetiger Renditen

Aus dem Prozess (13) lasst sich folgender Zusammenhang ableiten: 3

(16) din(7) = (u — Z)dt + odW

dln(V) ist aber nichts anderes, als die Veranderung des Logarithmus des Kurswertes Uber ei-
nen bestimmten Zeitraum hinweg. Betragt dieser Zeitraum t Perioden, gilt also dln(V) =

In(V,) — in(V,), dann gilt:

(17) In(7) — In(Vo)~N (1 = 2) £ 021

Die linke Seite von (17) entspricht genau der sich im Zeitraum von O bis t ergebenden stetigen

Rendite: In(V;) — In(Vy) = In () i= 7,
Vo
(17) kann daher umgeschrieben werden zu:

(18) #~N [(u — %2) t; azt]

12 Man stelle sich einen Spazierganger vor, der sein Gedachtnis vollstandig verloren hat, auch sein
Kurzzeitgedachtnis. Jeder Schritt dieses Spaziergangers ist vollig unabhéngig von irgendwelchen vorherigen
Schritten, da er diese ja komplett vergessen hat. Der Spaziergang wird daher zu einem ,Random Walk".

13 Warum und wie genau sich (16) aus (13) ergibt kann in vorliegender Ausarbeitung nicht gezeigt werden, denn
eine genaue Herleitung wiirde ihren Rahmen sprengen. Dabei wird ein bekanntes Ergebnis aus der Theorie
stochastischer Differentialgleichungen (,ltos Lemma“) verwendet, welches in der Finanzmarkttheorie eine
groBe Bedeutung hat. Der Ubergang von (13) zu (16) ist daher im vorliegenden Text die einzige logische
Schlussfolgerung, die auch ein geneigter und konzentrierter Leser nicht selbststéandig nachvollziehen kann - es
sein denn, er ist mit ,ltos Lemma"“ vertraut.
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2
Die stetige Rendite 7 gehorcht einer Normalverteilung mit dem Erwartungswert (u — %) t

und der Standardabweichung Vo2t = g+/t. Betrachtet man lediglich Veréanderungen iiber eine

Periode hinweg, d.h.t=1, dann gilt:

19+ [(u- )07

Entwickelt sich der Wert einer Anlage entsprechend einer geometrischen Brown’schen Bewe-
gung [Gleichung (13)], dann sind die diskreten Renditen entsprechend (15) normalverteilt und

die stetigen Renditen entsprechend (19). Die folgende Tabelle fasst die Ergebnisse zusam-

men:
Erwartungswert Standardabweichung
Stetige Rendite 7 o2 o
Ko

Fir ein und denselben stochastischen Prozess [Gleichung (13)] betragt die zu erwartende dis-
krete Rendite ¢ und die zu erwartende stetige Rendite (4 — %02).

Zwischen den Erwartungswerten diskreter E(R) und entsprechender stetiger Renditen E ()
besteht daher derselbe Zusammenhang wie zwischen den Durchschnitten arithmetischer
Rgritn  und geometrischer Renditen Egeom entsprechend Gleichung (4): Mittels

Sheppard’'scher Korrektur lassen sie sich gegenseitig umrechnen:

(20) E(R) = E(F) +50% © u=E(F) +30% & E(F) = p— 507

Erwartungswert, Median und Modus des in T vorliegenden Vermdgenswertes V; bestimmen

sich aufgrund der Eigenschaften der LogNormalverteilung'# entsprechend folgender Formeln:

@21) E(Vr) =V, o(E)+50%)sT

(22) Me(VT) = Ver(f)*T

4 Vergleiche hierzu Aitchison, Brown (1957) als Standardreferenz zur LogNormalverteilung.
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(23) Mo(Vr) = Voe EM=o*»T

4 Monte Carlo Simulationen

Die in den letzten beiden Abschnitten beschriebenen Zusammenhange zwischen arithmeti-
schen und geometrischen bzw. diskreten und stetigen Renditen sind vor allem relevant, wenn
es darum geht, die Ergebnisse von Kursentwicklungen zu interpretieren, welche mittels Monte
Carlo Simulationen ,erzeugt” wurden. Der Grund hierfiir liegt darin, dass solche Simulationen
zwar konstruktionsbedingt diskreter Natur sind, fiir die simulierten Vermdgensentwicklungen
aber sowohl diskrete als auch stetige Renditen ermittelt werden kénnen.

Die genauen Zusammenhange werden deutlich, wenn man sich die einzelnen Schritte einer
Monte Carlo Simulation vor Augen flihrt.

Zunachst wird ein Startvermogens V,, und ein Gesamtzeitraum (7) festgelegt sowie die Lange
der Perioden (dt), deren prozentuale Wertentwicklungen simuliert werden sollen. °
AnschlieBend wird fiir jede Periode ein (diskreter) Renditewert entsprechend einer bestimm-
ten Renditeverteilung ,gezogen”. Die dabei am haufigsten verwendete Verteilung ist die Nor-
malverteilung mit dem (diskreten) Erwartungswert p und der Standardabweichung o [vgl. Glei-
chung (15)].

Eine Abfolge einzelner konkreter Renditeziehungen fir alle Perioden entspricht einer Iteration
(= Szenario) der Simulation. Daher ist jede Iteration zugleich eine konkrete Sequenz diskreter

Renditen (Ry; R;; ...; Rr),welche aufgrund des Zusammenhangs

(24) Vi= (A +R)V,_4 t=1.5T)

wiederum eine Sequenz aus Vermogenswerten (Vy; V,; ...; Vr) ,erzeugt®. Besteht eine Simu-
lation aus N lterationen (=Szenarien), dann lasst sich fir eine Periode der Lange T der in T

vorliegende durchschnittliche Vermogenswert V; wie folgt ermittelt:

5 In der Regel werden monatliche oder wéchentliche Kursveranderungen simuliert, manchmal aber auch die
Entwicklungen einzelner Handelstage oder gar -stunden.

6 Der stochastische Prozess (15) reprasentiert selbstverstandlich nicht die einzige Maoglichkeit,
Vermdgensentwicklungen zu simulieren. Sehr beliebt sind derzeit beispielsweise sogenannte GARCH-
Prozesse, bei denen die Volatilitdt nicht als konstant angenommen wird, sondern sich im Verlauf einer lteration
verdndern kann.
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- 1
(25) V= 21 Vry

Vr.; bezeichnet hierbei den Vermogenswert des i-ten Szenarios in Periode T. Ermittelt man
nun mittels dieser Simulation die durchschnittliche stetige Rendite!” entsprechend
% ﬂ‘;l{%[ln(VTﬂ) — In(Vy)]} dann wird sich als Simulationsergebnis nicht y herausstellen,

1
sondern p — 502:

08 LS [n(Fr) - ) = 7 = EG) = (1 207)

Es lasst sich daher festhalten: Selbst, wenn Kurshewegungen auf der Grundlage normal-

verteilter diskreter Renditen mit dem Erwartungswert u simuliert werden, erhalten wir

als durchschnittliche stetige Rendite nicht den Wert u, sondern (u - %02)

Beispiel 7: Die oben dargestellten Zusammenhénge zeigen sich auch im Rahmen einer Monte
Carlo Simulation des Aktienmarktes lber zehn Jahre hinweg. Hierbei werden monatliche Wer-
tdnderungen, also insgesamt 120 Monate simuliert. Wir unterstellen hierbei ein Startvermégen
von 100.000 €, eine (diskrete) p.a. Rendite von 9 % sowie eine p.a.-Volatilitat von 20 %. Dem

1
entspricht eine diskrete Monatsrendite von 1,091z — 1 = 0,7207 % und eine Monatsvolatilitit

von % = 0,057735 = 5,7735 % . Entsprechend der Sheppard'schen Korrektur (20) ergibt

dies eine stetige Monatsrendite von 0,007207 — %0,0577352 = 0,005541 = 0,5541 %. Auf
Grundlage dieser theoretischen Werte kann nun mittels Gleichung (21) ein Erwartungswert fiir

den in 10 Jahren vorliegenden Vermdgenswert ermittelt werden:
. 1 *
E(Vy20) = 100.000¢(%005541+30:057735:120 _ 537 471 87 ¢
Diese theoretischen Werte werden nun den Simulationsergebnissen gegeniibergestellt. Hierzu

wurden monatliche Wertédnderungen (ber insgesamt 120 Monate hinweg entsprechend Glei-

chung (15) simuliert: R ~ N(0,007207;0,0577352). Als Ergebnis einer Simulation mit insge-

7 Oder alternativ das geometrische Mittel.

16




samt 500.000 Iterationsschritten (500.000 Zehn-Jahres Szenarien!) ergab sich ein durch-
schnittlicher Depotwert nach 10 Jahren von 236.744,67 € sowie durchschnittliche stetige und
diskrete Jahresrenditen von 0,5530 % und 0,7207 %.

Die Ergebnisse entsprechen (abgesehen von dem auch bei 500.000 lterationsschritten/Sze-
narien noch vorhandenen Standardfehler'®) weitgehend den mit Gleichungen (20) und (21)

errechneten theoretischen Werten. Die folgende Tabelle stellt theoretische und simulierte

Werte gegeniiber:
Durchschnittswerte der Simulation Theoretische Werte
{500.000 Szenarien) [entsprechend (20} und (21)]
Stetige Rendite pro Monat 0,5530 % 0,5541 %
diskrete Rendite pro Monat 0,7207 % 0,7207 %
Vermdgenswert nach 10 Jahren 236,744.67 € 237,471.82 €

Die beschriebenen Zusammenhéange sind vor allem relevant, wenn Monte Carlo Simulationen
auf der Grundlage durchschnittlicher historischer Renditen und Volatilitaten durchgefiihrt wer-
den sollen. Als Erwartungswerte der zu simulierenden Renditen dirfen dann nicht die histo-
risch ermittelten diskreten geometrischen (bzw. stetigen arithmetischen) Durchschnittswerte

verwendet werden, sondern die entsprechend Gleichung (20) korrigierten Werte.

Beispiel 8: Gegeben sei eine Datenhistorie, auf deren Grundlage eine diskrete geometrische
(alternativ: stetig arithmetische) Durchschnittsrendite von 7,50 % sowie eine Standardabwei-
chung von 16 % ermittelt wurde. Will man nun diese Werte in einer Monte Carlo Simulation
verwenden, dann darf man nicht auf der Grundlage einer Verteilung mit der einer zu erwarten-

den Rendite von 7,50 % simulieren. Stattdessen muss der historische Durchschnittswert von

2
7,50 % entsprechend Gleichung (20) korrigiert werden: 0,075 + % = 0,0878 = 8,78 %.

Um als durchschnittlichen Simulationswert 7,50 % zu erhaltenen, muss statt mit 7,50 % mit

8,78 % simuliert werden.

'8 Der Standardfehler ist eine Kennzahl dafiir, wie groB das Potential ist, dass ein im Rahmen einer Stichprobe
ermittelter Wert (und eine Simulation ist statistisch gesehen nichts anderes als eine Stichprobe) vom (in der
Regel unbekannten) ,wahren" Wert abweicht.
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